Partiella differentialekvationer for ME SF1648
och K SF1641
LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2008—05-29

1) Losning

Frobeniusansatsen y(x) = 2" > a,x" med respektive derivata insatt i differential-
n=0
ekvationen ger
0 = 222 Z(n +7)(n+7r—1)a,a"" 2
n=0
o - (1)
+(3z + 22%) Z n+r)a,z"t Tt — (1 - 1) Z anx" "
n=0 =

som leder till

0= Z 2(n+7r)(n+r—1)a,z"" + Z 3(n+r)a,a™t"
. - )

+ E 2(n 4+ r)az™t T — E anpx" " 4 E QT
n=0 n=0 n=0

Forkortning med x" och hopslagning av summor med samma potens av x ger

[e.o]

0= Z[2(n+7“)(n+r— 1)+ 3(n+r) —1a,z"

n=0
i )+ 1] anx

n+l—n

Efter enkla rakningar fas
0=2r(r—1)+3r—1jag
(4)

+ Z(n +7r+1)2n+2r —1)a, 2" + Z(Zn +2r — a1 2"

n=1

ap termen i ekv(4) med ag # 0 ger den sk indexekvationen

2r(r—1)+3r—1=2r"+r—1=0 (5)
som leder till
= % rg = —1 (6)
Det andra och tredje sambandet i ekv(4) ger oss
m+r+1)2n+2r—1a, =—2n+2r — 1)a,—; (7)



som resulterar for n > 1 i rekursionsformeln

_ 1
n = = ¥ r+1 %t
Falll'm:l ger a =2 4 I
— : 2’ " 2n+3 "7
&1:—%@07 az = 5 do, G3:—%G0; (8)
Om vi satter ag = 1 far vi
ot (1= 2ot Aot o St
Y=z (1 FL Rl — e r 9)
Fall 2: ro = -1, ger a,=— %an_l =
a; = —ag, Gy = %ao, ag = — %ao; (10)
Om vi dven hér sitter ag = 1 far vi
-1 . 1 2 1.3
Yo =1 1 a7—|—§x 5% + ... (11)

och den allménna losningen till differentialekvationen blir

y = Az'/? (1 — %x—l—%ﬁ - %f’v&..) +Baxt (1 —x—l—%xz — %x3+ )

2) Losning

Eftersom vara randvillkor inte &r homogena, vilket kravs for variabelseparation,
maste vi skaffa oss sadana. Det gor vi genom att ansitta en superposition av en
stationdr 16sning us(z) och en (z,t)-beroende 16sning v(z, ).

Den stationéra far vi genom att bestimma us(z) via u”(z) = 0 med det allménna
svaret us(x) = C + Cax.

Villkoren u,(0) = 0 och ug(1) = 3 resulterar i us(xz) = 3 och vi far sambanden

(1) = Uge(z, 1) = (@, 1) = Vg (2, 1) + Ul (2) = Vg (2,t)  (12)
wp(0,) = — 0 (0,8) = ua(0,8) — . (0)=0—0=0 (13)
u(l,t) =3 = v(l,t) =u(l,t) —us(1) =3-3=0 (14)

Vi har hérmed kommit fram till att l6sa ett randvirdesproblem for v(z,t) med
homogena randvillkor v,(0,t) = v(1,¢) = 0 och skall alltsa studera problemet

PDE: w(z,t) = vUp(z,t) (15)
RV: v,(0,t) = 0, w(l,¢)=0 (16)
BV: wv(z,0) = cos%Tx (17)



m h a variabelseparation v = XT" och far det aktuella systemet

T/ B X/l

T = —\...separationskonstanten (18)
X"+2X = 0, X' (0)=0 X(1)=0 (19)
T+ T = 0 (20)
Vi undersoker nu 3 olika fall:

A=-a’<0;a>0:X(z) = O™ + Coe™ ™, (21)
X/<O) = 0, Ci—Cy=0 (22)

Vi har endast 16sningen X = 0.
A=0: X(z) = C)+ Car, (24)
X'0) = 0,=Cy=0 (25)
X(1) = 0,=0C,=0 (26)

Vi har dven hér endast 16sningen X = 0.

A=a’>0; a>0:X(z) = Cjcosar+ Cysinaz, (27)
X'(0) = 0,=>Cy=0 (28)
X(1) = 0,=Cy#0,cosa=0 (29)
Sambandet (29) innebér att a = (n - %) 7 och motsvarande egenfunktion blir

X, = cos (n— %) e, n=12,3, ..

2
Ekv (20) ger T,, = B,e ! med )\, = a? = <2n - %) 72 och den totala allminna
16sningen blir

— S —Ant 1
v(z,t) = Zl Be " cos (n — §) e (30)
Nu ér det dags att anvinda begynnelsevillkoret (17)
_ ML _ S 1
v(x,0) = cos 5= Zl B,, cos (n — 5) T (31)
Identifiering ger B, = 1, B, = 0 for n # 2 och delsvaret blir
v(z,t) = e " cos (%T) x (32)

samt slutsvaret



u(z,t) = us(z) +v(z,t) =3+ e 9™t/ cog <377T) T

3) Losning

Lat

ﬂ(w,t):/ u(z, t)e “dx

[e.o]

(33)

vara Fouriertransformen av v med avseende pa x. Fouriertransformering av PDEn

ger
—w?i(w,t) = Li(w, ) (34)
ot
en ODE i ¢ som har l6sningen
U(w, t) = A(w)e ™ (35)
Insdttning av ¢ = 0 ger att integrationskonstanten blir
Aw) = 0w, 0) = Zle™ + e /2 (w) = Vre ™t +V2me 2 (36)
Ekv(35) ger nu
Q(w,t) = (ﬁe—w2/4 + \/27Te_“’2/2) et (37)
= e At g fare A (38)
= Vre ) |\ fopem i L) (39)
Inverstransformering mh a BETA leder till svaret:
x? x?
=1 o 1+4 L 2+4t
u(z,t) = e L+4t 4 e 2+
(%) V144t V142t
Observera att denna l6sning endast existerar sa lange 1+ 4t > 0,
dvst>to=— !
4) Losning
Variabelseparation u(z,t) = X (z)7T'(t) ger
I _ X" _
2T X (40)
och sambanden
T — 22T (41)
X"—2X =0, X(0)=0, X'(1)=0 (42)



Vi undersoker nu 3 olika fall:

A=a’>0;a>0: X(x) = Cre™ 4 Coe ™, (43)
X'(x) = a(Cre™ — Cre™), (44)
Vi har ingen icke-trivial 16sning.

A=0: X(z) = Cy+ Caz, (47)
X'(x) = Cy, (48)
X0) = 0=C,=0 (49)
X'1) = 0=0Cy,=0 (50)

Vi har ingen icke-trivial 16sning nu heller.
A=—-0a?<0;a>0: X(z) = C)cosar+ Cysinaz, (51)
X'(z) = a(-Cisinar+ Cycosax), (52)
X0) = 0=0C,=0 (53)
X'1) = 0= aCy#0,cosa=0 (54)

Sambandet (54) innebér att & = (n — 1/2)7 och motsvarande egenfunktion blir

X, =sin (n— %) mx,n=123,..

Med « enligt ovan insatt i ekv(41) far vi
T, = Aje 200t = A, e 2(C2n-1m/2)% (55)

och vi far den allménna I6sningen

w(e,t) = 3 up(x,t) = 3 Ape=T=1/2) %t gin (9, — 1)%3:
n=1 n=1

dar A, bestams mh a det aterstaende begynnelsevirdet

_ 2 _ : T
uw(z,0) = -z 4+ = Z A, sin(2n — 1)§x (56)

n=1
Fourierserieutvecklingen av u(z,0) mha BETA ger ganska snabbt

1

o R A
A, = 2/( z° + ) sin(2n 1)2xd:c Rl (57)
0

och problemets 16sning blir da



_ 32 —2(m(n—1/2))2t _: T
t — Y& — 1)L
u(z,t) nE Mo e sin(2n )2x

5) Losning

Det forsta randvillkoret sidger att membranet &r inspént och det andra begynnel-
sevillkoret siger att membranet slipps fran ett vilolage.
Vi separerar tid och rum med ansatsen

u(r,0,t) = R(r)©(0)T(t) (58)
och far

R'OT + 1reT + LRO"'T
T r

%7;/ — ROT = k = konstant (59)
n 1
" R'"4+ =R
™ o, r 19"

Om k > 0 ser man att 7'(¢) inte blir nagon sviingning, alltsd maste vi vilja k < 0,
sig k= =A% X > 0. T(t) uppfyller da 7" + A>T = 0, som har 16sningen

T(t) = Acos At + Bsin At (61)

Det andra BV innebér att 7"(0) = 0 = B = 0, hirmed blir

T(t) = Acos At (62)
En enkel omformning av rumsdelen i sambandet(60) och k& = —\? ger
2 2,.2
r R"—i-?“}]%%’—k)\ rrho_ —%”:u2:ny konstant (63)
= 0"+ 1’0 =0 och R’'"+rR +)r*R—u*R=0 (64)

Detta leder till 2 ODE med resp randvillkor:
0"+ 1?0 =0, ©(0) = O6(2r), 6'(0) = &'(2n) (65)
PR+ rR + Nr’R— >R = 0, R(0) < oo, R(3)=0 (66)

ODE(65) har 16sningen © = a cos 10+ bsin uf dér vi maste vilja u=m =0,1,2, ...
for att satisfiera randvillkoren och vi far

O,, = aycosmb + b, sinmb, m=0,1,2, ... (67)

Med g = m insatt i ODE(66) far vi Bessels differentialekvation av ordning m som
har 16sningen

R(r) = CJn(Ar) + DY, (Ar) (68)

6



Randvillkoren R(0) < oo resp R(3) = 0 kraver D = 0 resp R(3) = CJ,,(A3) =0

mao A3 maste vara det n-te positiva nollstélle a,,, n =1,2,3,... av R(3). Pa det
viset far vi egenvérdet A, = agm och vi far den slutliga losmngen till ODE(66)
R(r) = R (r) = Counon (O‘gmr) . m=0,1,2..n=123. (69

Dérmed ser vi att ansatsen u(r,0,t) = R(r)©(0)T(t) ger

Umn (1,0,1) = Crundim (Amn) (@ cosml + by, sin mf) A cos At (70)
= Jn(AnT) (A cosmb + By, sin mf) cos At (71)
dar vi satte A, = CrunamA och By, = Crnbm A.
Superpositionsprincipen tillimpad pa PDE + RV + BV enligt texten visar sedan
att den allménna I6sningen blir

u(r, 0,t) Z Zcmnumn (r,0,t) (72)

m=0 n=1

Z Z T (AmnT) (@ €08 MO + by sin ml) cos At (73)

m=0 n=1
dar vi satte @, = CmnAmn 0Ch bon = Crn B
Aterstar att anpassa denna 16sning till BV

u(r,0,0) = f(r,0) = (9 — r?)r? cos 20 (74)

Detta innebar att vi skall studera

(9 — 7*)r? cos 20 = Z Z T (AmnT) (@mpn cOos MO + by sin md) (75)

m=0 n=1

Eftersom f(r,6) ar proportionell mot cos 26 blir alla @y, by, = 0 utom as,, # 0,
mao har vi m = 2 enligt ekv(75). Pa det viset far vi ett delresultat

(9 —r*)r? cos 20 = Z Jo(AonT)ag;, cos 260 (76)
n=1
Genom att forkorta bort cos26 ser vi att vi maste hitta koefficienter as, som
uppfyller

(9 —r?)r? = Z agnJa(AonT) (77)
n=1
Besselfunktionernas ortogonalitetsegenskaper, se BETA, ger oss nu mdjligheten att
beréiikna ag, genom att multiplicera ekv(77) pa bada sidor med Jo(Ag,r)r och sedan
integrera r fran 0 till 3, vi erhaller d&, med insatt Ay, = aw,/3

3

/3 )r Jg 3 )rdr = (Ign/J22 <%T) rdr (78)

r=0 r=0

2 2 72
= a9y, || <a§"> = aQnM, for 0<r<3 (79)




For att 16sa integralen i VL av ekv(78) anvénder vi den angivna formeln pa tentan:

@ k+4
/0 (a® — rH)r* 1, (% r) dr =2 aoﬂ Jpra(a) (80)

dér vi i vart problem har k =2, a = 3, a = as,.
Sammanfattningsvis ger oss HL i ekv(79) och ekv(80) sambandet

a%# —9 a3—%nj4(oz2n) (81)
och delresultatet blir 324.J4(tan)
41Oy,

_ 324i(0an) 82

(05} a%ﬂjg(a2n> ( )

Detta ar i sammanhanget ett fullt acceptabelt delsvar, som dock kan forenklas
mh a ett samband tagen ur BETA:

2
Ty (@) + Jpia (@) = LT () (83)
Om vi véljer p = 3 far vi
Jo(0van) +Ja(0t2n) = 2 3J3(042n) (84)
N—— Oop

=0

Insdttning i ekv(82) leder till

324 OJs(oen) 1944 (85)
as,J3(az,)  Qan as,, J3(zn)

Qop =

Lagger vi ihop alla delsvar vi har fatt pa vigen, sa far vi slutsvaret

) ()
u(r,0,t) = 1944 cos 20

n=1 Oé%n J3(a2n)




